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Аннотация
Рассматривается задача, относящаяся к общей проблеме построения последовательно-
сти псевдослучайных чисел. Одним из важных свойств псевдослучайных последователь-
ностей хорошего качества является их непериодичность. Но бесконечная непериодическая
последовательность может иметь начальные отрезки, вид которых далёк от желаемого.
Например, отрезок десятичного разложения лиувиллева числа
∞∑︁
𝑛=0
10−𝑛!
имеет лишь небольшое количество единиц, а подавляющее большинство остальных цифр
равны нулю.
При рассмотрении конечных отрезков разложений чисел возникает, таким образом,
необходимость определения понятий периодичности и достаточной непериодичности ко-
нечной последовательности чисел, что и сделано в работе.
Рассматриваются разложения действительных чисел и исследуется вопрос о связи
арифметических свойств разлагаемого числа с достаточной непериодичностью отрезков
его разложения.
Обсуждаются способы построения чисел, имеющих последовательности достаточно
непериодических разложений. Описаны некоторые результаты в этом направлении и их
возможное развитие.
Вкратце изложены задачи, связанные с представлениями полиадических чисел. Эти
представления удобны тем, что в них не используется операция деления чисел, что значи-
тельно упрощает процесс получения искомого разложения. Описаны полученные резуль-
таты и сформулированы задачи.
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Известно, что позиционное разложение иррационального числа является непериодическим.
Однако его конечне отрезки могут содержать как, например, десятичное разложение числа
∞∑︁
𝑛=0
10−𝑛!
лишь небольшое количество единиц и подавляющее большинство нулей.
Представляется целесообразным ввести некоторые характеристики конечных последова-
тельностей цифр, которые являются начальными отрезками позиционных разложений с базой
𝑏 действительных (и не только) чисел.
Назовём конечный набор цифр чисто периодическим, если он состоит из нескольких (оче-
видно, не менее двух) повторяющихся групп цифр.
Рассмотрим бесконечную последовательность цифр
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . (1)
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и её конечный отрезок
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑁 . (2)
Предположим, что для этого значения 𝑁 набор цифр (2) содержит начальную непериоди-
ческую часть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑙 и 𝑘 периодов длины 𝑇 :
𝑎
𝑙+1
, . . . , 𝑎
𝑙+𝑇
, . . . , 𝑎
𝑙+(𝑘−1)𝑇+1 , . . . , 𝑎𝑙+𝑘𝑇 ,
𝑎
𝑙+𝑚𝑇+𝑖
= 𝑎
𝑙+𝑖
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑇, 𝑚 = 0, . . . , 𝑘. (3)
Положим
𝛿(𝑁) =
𝑘𝑇
𝑁
.
Чем больше число 𝛿(𝑁), тем больше относительная величина чисто периодической части, а
чем больше число 𝑘, тем короче период 𝑇 (и, следовательно, тем проще его структура).
Назовём набор (2)
(︀
𝛿(𝑁), 𝑘(𝑁)
)︀
-периодическим. Задав величины 0 < 𝛿0 < 1 и 𝑘0 > 2,
назовём набор (2) достаточно непериодическим, если 𝛿(𝑁) 6 𝛿0 и 𝑘(𝑁) > 𝑘0.
Предлагаемые определения далеки от совершенства. Например, набор цифр, в котором
часто встречается одна и та же комбинация цифр «слегка разбавленная» другими цифрами,
будет считаться достаточно непериодическим.
Следуя этому замечанию, возможно было бы рассмотреть более естественные с вычисли-
тельной точки зрения определение достаточной непериодичности последовательности: при её
архивировании длина получившейся последовательности не уменьшается значительно.
Однако предложенное выше определение тесно связано с арифметическими свойствами
рассматриваемого числа.
Теорема 1. Пусть (1) представляет собой последовательность цифр, например, деся-
тичного разложения иррационального числа 𝛼.
Пусть существуют 𝐶(𝛼) > 0, 𝛽 > 𝑞 такие, что для всех 𝑝, 𝑞 ∈ N выполняется неравен-
ство ⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑝
𝑞
⃒⃒⃒⃒
>
𝐶(𝛼)
𝑞𝛽
. (4)
Если
𝛽 <
𝑘0
𝑘0(1− 𝛿0) + 𝛿0 , (5)
то при 𝑁 > 𝑁0 набор (2) является достаточно непериодическим.
Доказательство. [Дадим схему доказательства этой простой теоремы.] Число 𝛼 = 0, 𝑎1𝑎2 . . .
соответсвует последовательности (1). Пусть при некоторых 𝑁 , 𝑘 > 𝑘0 и соответствующих 𝑙 и
𝑇 набор (2) имеет вид
𝑎1 , . . . , 𝑎𝑙 , 𝑎𝑙+1 , . . . , 𝑎𝑙+𝑇 , . . . , 𝑎𝑙+(𝑘−1)𝑇+1 , . . . , 𝑎𝑙+𝑘𝑇 ,
и выполнены равенства (3). Тогда этот набор можно рассматривать как начальный отрезок
рационального числа
0, 𝑎1 . . . 𝑎𝑙𝑎𝑙+1 . . . 𝑎𝑙+𝑇 . (6)
Обозначим это число
𝑝
𝑞
, (𝑝, 𝑞) = 1. Тогда
⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑝
𝑞
⃒⃒⃒⃒
< 10−𝑙−𝑘𝑇 .
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Знаменатель 𝑞 дроби (6) не превосходит величины 10𝑙+𝑇 . Поэтому, если выполняется неравен-
ство
10−𝑙−𝑘𝑇 <
𝐶(𝛼)
10(𝑙+𝑇 )𝛽
, (7)
получается противоречие с условием (4) теоремы.
Неравенство (7) следует из (5) при достаточно большом 𝑁 . 2
Эта теорема утверждает вполне очевидное свойство: достаточная непериодичность ко-
нечных отрезков разложения действительного числа следует из плохой приближаемости
его рациональными числами.
Можно применить эту теорему к числам вида
∞∑︁
𝑛=0
𝑎𝑛
𝑛!
,
где 𝑎𝑛 — периодическая последовательность целых чисел (см. [1]).
Отметим, что в другом очевидном примере — использовании непрерывной дроби с ограни-
ченными неполными частными многократно используется операция деления, что усложняет
выкладки.
В работах [2]–[9] исследованы арифметические свойства чисел вида
∞∑︁
𝑛=0
𝑎𝑛𝑛!
Это — так называемые полиадические числа. В работах [10], [11] установлено, что цифры
разложений подобного типа обладают неплохими статистическими характеристиками.
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